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EXPERIMENTAL AND THEORETICAL RESEARCH ON THAWING 
PROCESS OF FROZEN SOIL UNDER STORAGE TANK 
На экспериментальной установке, в мерзлом грунте под резервуаром, заполненным 
нефтепродуктами, имеющими плюсовую температуру, измерены температурные поля, 
а также изменение формы и положения фронта плавления льда (изотермы Т = 0°С) 
с течением времени. Приведено приближенное решение двумерной задачи Стефана о 
протаивании мерзлого грунта, показано, что удовлетворительное согласие с результа-
тами экспериментов может быть получено только с учетом конвективного переноса 
тепла, обусловленного движением воды в области оттаявшего грунта. 
The temperature fi elds in frozen soil under the tank fi lled with above-zero temperature 
petroleum products, as well as the changes in the shape and position of ice melting front (the 
isotherm T = 0°C) over time are measured by applying an experimental facility. The approxi-
mate solution of a two-dimensional Stefan problem for thawing of the frozen soil is given, 
and it is demonstrated that the satisfactory agreement with the experimental results can be 
obtained only taking into account convective heat transfer caused by the movement of water 
in the soil thawed. 
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Задача Стефана с конвективным переносом тепла, горячий 
резервуар, температурное поле, фронт протаивания мерзлого грунта.
KEY WORDS. Stefan problem with convective heat transfer, hot tank, temperature fi eld, 
the front of frozen soil thawing.
Введение
Север Тюменской области — это территории с низкими среднего до выми 
температурами и широко простирающимися вечномерзлыми грунтами. При 
*  Статья подготовлена в ведущей научной школе НШ-2669.2014.1 (рук. — академик 
РАН Р. И. Нигматулин).
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проектировании сооружений на таких грунтах важную роль играют расчеты их 
теплового воздействия на мерзлый грунт. Поэтому крайне необходимо изучить 
процессы тепломассопереноса применительно к задачам строитель ства, вклю-
чая разработку двух- и трехмерных нестационарных моделей теп ло вого режима 
их работы [8, 11]. Необходимо обеспечить такой тепловой режим эксплуатации 
сооружений, чтобы не допустить глубокого протаивания мерз лого грунта. 
Ошибки в расчетах могут привести к потере грунтом несущей спо собности, к 
аварии и к разрушению инженерного сооружения. 
Экспериментальная установка [2, 3, 12] состоит из следующих основных 
эле ментов: морозильной камеры, деревянного лотка, модели нефтехранилища, 
сис темы нагрева и автоматизированной системы измерения температуры в 
грун те. 
Морозильная камера (рис. 1) имеет раз меры 2250 х 1600 х 2000 мм и объем ≈ 
5м3. Стенки камеры изготов лены из пенополистирольных плит, которые гер-
метич но состыкованы друг с другом; толщина стенок — 100 мм.
Доступ во внутреннее пространство камеры осущес твляется через дверь 
раз мером 950 × 2000 мм, ко то рая герметично закрывается, что позволяет умень-
шить попадание влажного воздуха в объем камеры и устранить возможное по-
явление изморози на охлаждающей поверхности морозильного аг ре га та. Для 
охлаждения внутреннего объема камеры используется съемная мо но блоч ная 
холодильная машина мощностью 2.2 кВт. Вынужденная циркуляция воз духа в 
камере создается электрическим вентилятором, что обеспечивает рав но мерное 
распределение температуры. Настройки блока уп рав ле ния холодильным агре-
гатом позволяют регулировать необходимый тепловой ре жим до -24оС. В каме-
ре предусмотрено освещение.
Модель нефтехранилища (рис. 2) представляет собой металлический цилин-
дрический резервуар диамет ром 240 мм и высотой 120 мм, заполненный жид-
Ðèñ. 2. Схема деревянного лотка 
и модельного нефтехранилища
 
Ðèñ. 1. Морозильная камера
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костью (мазутом марки М-40). Предусмотрена воз мож ность нагрева жидкости, 
т. к., согласно действующим стандар там [1, 10], температура нефтепродуктов в 
неф техранилище может достигать 40оС. Нагрев произво дится электрическим 
на гре ва те лем мощностью 500 Вт, встроенным в крышку резервуара. Лоток для 
засыпки модели грунта под нефтехранилищем имеет форму куба размерами 
300 × 300 × 300 мм; толщина стенок — 30 мм. Стенки лотка изготовлены из 
дерева, пропитанного водоотталкивающим материалом. Лоток заполняется 
грунтовым материалом (песчаником) и заливается водой до достижения влаж-
ности 10%; контроль влажности осуществляется с помощью прибора 
ВИМС-2.
Автоматизированная система измерения температуры в модели грунта состо-
ит из 50 цифровых датчиков температуры DS18B20, подключенных к персо-
наль ному компьютеру через COM порт. Датчики установлены симметрично 
центру модели резервуара с шагом 3 см по горизонтали, и 2 см по вер тикали в 
глубину грунта.
Схема расположения датчиков в модели грунта по ка зана на рис. 3, их под-
ключения к компьютеру — на рис. 4. Для работы с дат чиками используется 
программа TempKeeper, с помощью которой осуществля ется считывание и со-
хранение показаний температуры. Программа позволяет задать временной ин-
тервал, через который опрашиваются все подключенные датчики. Полученная 
информация о значениях температу ры сохраняется в текстовом файле с указа-
нием времени опроса дат чи ков.
Перед началом эксперимента морозильная камера была запущена, и грунт 
охладился до -9°С. Коэффициент температуропровод ности влажного песчаника 
а ≈ 6·10-7 м2/с, поэтому процесс полного промора живания грунта в лотке занял 
сутки (число Фурье, равное 2, соответствует 21 ча су). По мере охлаждения 
грунта производился периодический контроль темпе ратуры. После достижения 
-9°С был включен подогрев ре зервуара, и показания температуры считывались 
с датчиков с интервалом в 3 ми нуты. По истечении девяти часов эксперимент 
был завершен.
Ðèñ. 4. Схема подсоединения датчиков 
температуры к персональному компьютеру. 
ПК — персональный компьютер; 
БП — блок питания; ДТ — датчики температуры
Ðèñ. 3. Расположение 
датчиков температуры в грунте
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Результаты эксперимента
По показаниям датчиков, с помощью програм м ного пакета Sigma Plot были 
построены поля температур в мерзлом грунте в различные моменты времени. 
Некоторые результаты приведены на рис. 5-8. 
На этих рисунках видно, что протаивание грунта начинается через несколь-
ко минут после начала прогрева; через 10 минут нулевая изотерма находится на 
глубине ≈ 1см; в дальнейшем температура грунта растет, ореол протаивания 
увеличивается, и в момент окончания эксперимента (9 часов) глубина оттаива-
ния достигает 14 см.
Ðèñ. 5. Температурное поле грунта 
через t = 10 минут 
после включения подогрева
Ðèñ. 6. Температурное поле грунта 
через t = 1.5 часа 
после включения подогрева
Ðèñ. 7. Температурное поле грунта 
через t = 4.5 часа 
после включения подогрева
Ðèñ. 8. Температурное поле грунта 
через t = 9 часов 
после включения подогрева
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Как и следовало ожидать, распределение температур и фронт плавления 
(изотерма Т = 0°С) почти симметричны относительно вертикальной оси, про-
ходящей через центр модели резервуара. Небольшие отклонения от симметрии 
можно объяснить неизбежными погрешностями эксперимента: неоднородностью 
грунта, небольшим смещением датчиков температуры в процессе подготовки и 
проведения эксперимента, разбросом параметров датчиков и т. п. Однако неожи-
данным оказывается изменение формы фронта плавления со временем. Внача-
ле, как и должно быть, фронт имеет форму овала с плавно и монотонно меняю-
щимся радиусом кривизны. Но через 1.5 часа в центре фронта начинается 
формирование выступа («языка»), который со временем растет, и в конце про-
грева фронт имеет четко выраженную центральную зону, продвинутую далеко 
вперед по сравнению с боковыми участками. Объяснить это можно так: из-за 
того, что объем воды меньше объема льда, в оттаявшем грунте появляются поры, 
через которые талая вода движется вниз к центру фронта плавления, поэтому 
возникает конвективный перенос тепла, приводящий к увеличению скорости 
протаивания.
Физико-математическая модель
Система уравнений для задачи о протаивании грунта (двумерной задачи 
Стефана в цилиндрических координатах r, x в классической постановке без 
учета конвекции) имеет вид [4, 5, 9]:
 
2 2
1,2 1,2 1,2 1,2
1,2 2 2
1T T T Ta
t r r r x
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂= + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
,  (1)
где индексы 1 и 2 относятся к талой и мерзлой зонам. Эти зоны разделены дви-
жущейся поверхностью (фронтом плавления): F(r, x, t) = 0. Началь ным услови-
ем является отсутствие талой зоны и равенство температуры во всей области 
начальному значению Т0 (в данном случае Т0 = -9°С). Граничные условия на 
неподвижных границах имеют вид:
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где R — радиус резервуара, W — мощность нагревателя (в нашей модели 
R = 12 см, W = 500 Вт). На фронте плавления задано равенство температур Т1 = 
Т2 = 0°С, а также условие баланса энергии, которое часто называют условием 
Стефана:
 
 1 1 2 2 0 /F F tgradT gradT L gradFO O  w w  ,  (2)
где λ1,2 — коэффициенты теплопроводности в талой и мерзлой зонах, L — объ-
емная теплота плавления (Дж/м3).
Точного аналитического решения данная задача не имеет, однако известны 
приближенные квазистационарные решения ряда сходных задач, опубликован-
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ные в статьях [6, 7]. Следуя методике, изложенной в этих работах, будем искать 
решение уравнения (1) в виде T(F), где F = const — уравнение изотермической 
поверхности; в частности, F = 0 — уравнение нулевой изотермы. Функцию F 
будем искать в виде:
 0
( ) ( )
t
F x f r g t dt   ³ ,  (3)
где f(r) и g(t) — неизвестные заранее функции. Дифференцируя T(F) по r, x, t, 
находим:
 
T T f
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w cc w , 
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где 
dTT
dF
c  , 
2
2
d TT
dF
cc  , dff
dr
c  , 
2
2
d ff
dr
cc   . Подставляя (4) в (1) и прене-
брегая различием между а1 и а2 (т. е. считаем а1 ≈ а2 = а), получаем обыкно-
венное дифференциальное уравнение относительно функции f(r):
 ( )2 11 0gP f f fr a′ ′′ ′+ − − + = ,  (5)
где
 /P T T′′ ′= .  (6)
Для уравнения (5) может быть получено аналитическое решение, если счи-
тать величины g и P константами. Однако после того, как поле температур 
найдено, при его подстановке в условие Стефана (2) будем считать g и P функ-
циями, что позволит найти скорость движения фронта. Физически это означает, 
что фронт плавления движется настолько медленно, что можно считать темпе-
ратурное поле мало отличающимся от стационарного (квазистационарное при-
ближение). Вводя обозначения P = B2, B2 + g/a = A2, y = ABr, f' = w'(y)/(B2w(y)), 
преобразуем уравнение (5) к виду:
 
1 0w w w
y
′′ ′+ + = ,  (7)
решением которого, как известно, является функция Бесселя первого рода ну-
левого порядка J0(y). Возвращаясь к прежним обозначениям, получаем решение 
для функции f(r):
 
( )1 021 273 ( )( ) ln ln273
T rf r J ABr
B
+⎧ ⎫= − + ⎡ ⎤⎨ ⎬⎣ ⎦⎩ ⎭,  (8)
где Т1(r) — температура на поверхности грунта. Очевидно, полученное решение 
имеет смысл, если:
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 ABr < 2.4, (9)
где 2.4 — первый нуль функции Бесселя J0. Отсюда, полагая, что ABR = 2.4, 
находим:
 
2
22.4g a aB
BR
⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎝ ⎠ .  (10)
С другой стороны, интегрируя (6), находим:
 1
PFT PT e′ = , 1 0PFT T e T= + .  (11)
Подставляя в условие (2), получаем второе соотношение между g и P = B2:
 
2
1 1 2B Tg
L
O O .  (12)
 Исключая B2 из (10) и (12), получаем соотношение между g и Т1:
 
 
 
2
1 1 2
1 1 2
2.4 a Tg
R L T aL
O O
O O
   .  (13)
Экспериментальная зависимость температуры поверхности грунта в точке 
r = 0 от времени приведена на рис. 9: кривая 1 аппроксимирует эксперименталь-
ные точки, расчетная кривая 2 получена в результате численного интегрирова-
ния функции g(T1(t)). Как видно из рисунка, совпадение с экспериментальными 
точками (обозначены символами +) наблюдается только для начала прогрева, 
когда перенос тепла талой водой очень мал. 
Ðèñ. 9. 1 — Температура поверхности грунта, 
2 — координата центра фронта протаивания 
без учета конвективного переноса тепла, 
3 — то же с учетом конвективного 
теплопереноса, 
+ — экспериментальные точки
Ðèñ. 10. Положение и форма фронта 
протаивания с учетом конвективного 
теплопереноса: 1 — t = 10 мин., 
2 — t = 90 мин., 3 — t = 180 мин., 
4 — t = 270 мин., 5 — t = 540 мин
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Запишем уравнение теплопроводности с учетом конвективного переноса 
тепла; при этом будем считать, что существенным является конвективный пере-
нос только по оси х, а перенос по оси r очень мал:
 
2 2
2 2
1( , )T T T T Tv r t a
t x r r r x
§ ·w w w w w   ¨ ¸w w w w w© ¹
,  (14)
где v(r,t) — средняя проекция скорости талой воды на вертикальную ось х.
Как и выше, будем искать решение в виде T(F), а функцию F будем искать 
в виде:
 
0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t
F x f r h r g t dt x f r h r z t      ³ , 
 ( , ) ( ) ( )v r t g t h r  , 
(15)
где функцию f(r) будем считать известной из предыдущего решения для непод-
вижной среды, а функцию h(r) — неизвестной. Дифференцируя T(F) по r, x, t 
и подставляя в (14), получаем дифференциальное уравнение относительно 
функций f(r) и h(r):
 
     2 11 0P f h z f h z f h z
r
ª ºc c cc cc c c       ¬ ¼ ,  (16)
где P, как и выше, определяется формулой (6). Делая замену y = P·r,
 /( )f h z u Puc c c   ,  (17)
получаем уравнение для функции u:
 
2
2
1 0d u du u
dy y dy
   ,  (18)
совпадающее по форме с уравнением (7). Решением этого уравнения является 
функция Бесселя u = J0(y) = J0(Pr), а u' = P · J1(P · r), где J1 — функция Бесселя 
первого рода первого порядка. Из уравнения (17) находим:
 
1
0
1 1 ( )( )
( )
u J P rh r f f
z Pu z J P r
§ ·c § ·c c c    ¨ ¸¨ ¸ © ¹ © ¹.  (19)
Используя экспериментальные значения функции 
0
( ) ( )
t
z t g t dt ³ , можно 
произвести численное интегрирование уравнения (19). Результат расчетов пред-
ставлен на рис. 10 в виде функции F(r,x,t) = 0 в различные моменты времени t, а 
также на рис. 9 в виде зависимости координаты центра фронта от времени (кри-
вая 3). Видно, что авторам, в отличие от решения в неподвижной среде, удается 
получить удовлетворительное согласие с экспериментальными данными.
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Выводы
Экспериментально обнаружено, что при прогреве сверху замороженного 
влажного грунта возможно возникновение вертикального фильтрационного 
потока талой воды, и, благодаря этому, существенное (примерно в два раза) 
увеличение средней скорости движения фронта протаивания. Найдено при-
ближенное аналитическое решение двумерной задачи о движении фронта про-
таивания, которое дает удовлетворительное согласие с экспериментальными 
данными.
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